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            Abstract
          
        

        
          3차원 공간에서 기하 정보의 효율적인 저장과 탐색을 위해 주로 직교좌표계에서 octree 또는 kd-tree 등과 같은 공간 분할 방식이 사용된다. 이에 비해, 비유클리드 공간 분할 방식은 내재된 잠재력과 가능성에도 불구하고 상대적으로 연구가 활발하지 않다. 본 논문에서는 비유클리드 공간 분할 방식인 구면좌표계 기반 octree(S-Octree)의 특성과 적용 분야, 한계를 살펴봄으로써 비유클리드 공간 분할 방식의 가능성과 발전 방향을 모색하고자 한다. S-Octree의 한계로 먼저 특정 영역에서 발생하는 불연속 문제를 논의하고 그 다음 각도 기반 기하 정보 처리 방식에서 흔히 발생하는 수치 오류가 S-Octree에서는 어떠한 양상으로 발생하는지 실험을 통해 살펴본다. 이러한 수치 오류는 연산이 연속적으로 수행됨에 따라 누적되는데 누적된 오류가 상한으로 수렴하는 사례들을 제시한다. 또한 보다 나은 새로운 비유클리드 공간 분할 기법에서 요구되는 회전 비의존성을 논의한다.

        

        
          
            초록
          
        

        
          To efficiently retrieve and store geometry information in three dimensional space, those partitioning grids including the octree and kd-tree defined in the Cartesian coordinates are often used. Unlike this, partitioning grids defined in non-Euclidean space are relatively not fully studied. In this paper, I present and discuss the features, applications, and limitations of a non-Euclidean space partitioning method, S-Octree, which is defined in the spherical coordinates to gain some insights for better methods. First, I show discontinuity issues that happen at near certain points. Then, I present how those numerical errors typically occur with angle-based geometry information processing algorithms affect S-Octree by experiments. Those errors can be accumulated by repeated conversions but I represent some cases where the accumulated errors converge to upper bounds. Also, I discuss the rotational invariance for those features required in better new non-Euclidean space partitioning methods.
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      Ⅰ. 서 론
      3차원 공간 상에서 신속한 정보 검색을 수행하기 위해 octree, kd-tree, BVH(Bounding Volume Hierarchy) 등 다양한 검색 계층 구조, 또는 공간 분할 구조를 사용한다. 이러한 구조는 보통 직교 좌표계에 기초해서 x, y, z 좌표축과 평행하거나 수직인 평면으로 둘러싸인 bounding box를 계산하고 이 bounding box의 계층 분할 구조를 형성함으로써 구성한다.

      그러나 이러한 직교좌표에서는 3차원 공간 상에서 곡면이 마치 계단처럼 표시되는 앨리어싱(aliasing) 문제[1]가, 발생하고 사람의 머리, 과일, 공 등과 같이 구와 형태가 비슷한 3차원 물체의 기하 정보의 정보 엔트로피[2]가 최적화되지 않는 한계가 있다.

      이 문제를 극복하기 위한 시도들 중 하나로 구면좌표계나 원통좌표계와 같은 비유클리드 공간에서 octree를 정의해서 3차원 mesh 압축[3], [4], 3차원 공간 검색[5], 음함수 표면의 폴리곤화[6]를 위한 용도로 연구가 진행되었다.

      그러나 기존 연구들에서 논의되지 않은 구면좌표계 상에서의 octree (이하 S-Octree)에 대한 분명한 한계가 존재하며 이러한 한계로 인해 앞서 언급한 우수한 특성에도 불구하고 S-Octree의 적용 범위가 제한되어 왔다. 본 논문에서는 한동안 정체되어 왔던 직교좌표계를 넘어선 새로운 비유클리드 공간으로의 확장을 위한 연구의 기초가 될 수 있도록 그동안 논의되지 않았던 S-Octree의 문제점과 한계를 논의한다.

    

    

  
    
      Ⅱ. 구면좌표계와 Octree
      
        2-1 구면좌표계
        구면좌표계 (R, θ, ϕ)는 3차원 공간상에서 직교좌표계 (x,y,z)에 대해 다음 관계를 통해 정의된다.
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        구면좌표계는 점 전하로 인해 공간상에 형성되는 전기장의 크기 등 원점을 중심으로 방사상으로 대칭적인 물리량을 가지는 물리 방정식을 풀기 위한 용도로 흔히 사용된다. 또한 구면좌표계를 적용하면 반지름이 r인 구의 표면 위의 비유클리드 기하 정보들은 2차원 정보 (θ, ϕ)만으로 처리 가능하다. 이러한 구면좌표계의 특징은 곡면으로 표현되는 3차원 형상에서 측지선(geodesic) 등과 같이 비유클리드 기하 공간에서의 기하 정보 해석에 유리하다.

        
          
          

          Fig. 1. 
				
          

          
            Spherical coordinates
          
          

          

        

      

      
        2-2 구면좌표계 기반 Octree
        Octree는 기하 공간 검색, 충돌처리, 압축 등에 널리 사용되는 공간 분할 방식으로 대상 기하 정보를 감싸는 축정렬 방식 바운딩박스(Axis Aligned Bounding Box, AABB)를 구한 후 x, y, z 축에 대해 각 구간을 이진 분할함으로써 구할 수 있다. 따라서 octree는 1차원 구간에 적용하는 이진 분할의 3차원 확장 버전이라고도 할 수 있다.

        따라서 각 축별로 기하정보가 존재하는 구간을 이진 분할하는 아이디어를 다른 좌표계에도 그대로 적용할 수 있다.

        
          
          

          Fig. 2. 
				
          

          
            Octree defined in spherical coordinates (“S-Octree”, left) vs. that in the usual Cartesian coordinates (“C-Octree”, right).
          
          

          

        

        S-Octree 역시 이러한 아이디어를 통해 정의된다. 임의의 3차원 mesh M을 구면좌표계에서 나타냈을 때 바운딩스피어(bounding sphere)의 범위가 (R, θ, ϕ)에 대해 각각 [0,Rmax], [θmin,θmax], [ϕmin,ϕmax]일 때 일반적인 직교좌표 기반 octree에서처럼 각 셀(cell)에 지정된 vertex의 개수에 도달할 때까지 분할한다.

      

      
        2-3 응용 분야
        
          1) 압축
          일반적으로 3dsMAX, Blender와 같은 3차원 모델링 도구를 이용해서 캐릭터의 형상을 제작하는 경우 일반적으로 좌우측 중 한쪽 절반만 제작한 후 이후에 대칭(mirror) 복제를 통해 나머지 부분을 완성한다.

          그림 3에서는 3dsMAX에서 동물 캐릭터 메시 모델을 제작하는 과정을 제시한다. 왼쪽 화면은 여러 모델링 도구를 이용해서 오른쪽 절반에 해당하는 모델을 제작한 모습이고 이 절반 메시 모델을 3dsMAX의 Symmetry modifier를 이용해서 yz 평면에 대칭 복제를 수행함으로써 왼쪽 절반 부분을 생성함으로써 전체 모델을 완성하는 과정을 볼 수 있다.

          
            
            

            Fig. 3. 
				
            

            
              The process to complete a character model by applying the Symmetry modifier to a half mesh model in 3dsMAX
            
            

            

          

          이러한 모델링 방식은 보편적인 방식이며 구체에 가까운 사람의 얼굴을 제작할 때에도 동일한 방식을 사용한다. 따라서 사람의 얼굴 메시를 압축하기 위해 기존의 직교 좌표 기반보다 구형에 가까운 물체의 정보를 보다 효율적으로 표현할 수 있는 구면 좌표계에서 절반에 해당하는 영역(일반적으로 0 ≤ ϕ ≤ π 영역)에 포함되는 메시의 꼭지점들과 연결 정보를 S-Octree로 재구성하고 압축함으로써 압축의 효율을 극대화하는 연구가 제안된 바 있다[3]. 특히 이 방식은 절반의 영역만 S-Octree로 구성함으로써 III장에서 살펴볼 S-Octree의 한계들 중에서 S-Octree에서 ϕ = -π에 해당하는 공간과 ϕ = π에 해당하는 공간 사이에 발생할 수도 있는 불연속 구간(그림 X)으로 인한 문제를 원천적으로 피할 수 있다는 장점도 제공한다. 또한 직교 좌표 기반 octree에 비해 S-Octree에서는 구면에 가까운 표면 상의 점들(vertices)이 R축에 대해서는 좁은 범위 내의 값을 가지게 되어 정보 엔트로피(information entropy)가 감소하여 상대적으로 높은 압축률을 실현할 수 있다.

        

        
          2) 폴리곤화
          Dual contouring 폴리곤화 기법[7]은 음함수 표면을 메시로 표현하기 위해 일반적으로 사용되는 marching cube 방식[8]에 비해 기하 정보뿐만 아니라 법선 벡터를 사용해서 메시를 구성함으로써 매끈한 표면을 좀 더 잘 표현할 수 있는 장점을 제공한다. 크기가 동일한 격자를 사용하는 marching cube 폴리곤화 방식에 비해 dual contouring은 octree를 사용하는데 곡면에 보다 적합한 구면 좌표계의 장점을 반영하기 위해 [6]에서는 dual contouring을 S-Octree 상에서 구현함으로써 이러한 장점을 극대화하고자 하였다. 이 적용에서도 그림 X에서 볼 수 있는 ϕ = -π와 ϕ = π 사이의 불연속 구간이 발생하는데 메시가 소실되는 이 부분을 ghost node라고 하는 개념을 적용함으로써 제거하였다.

        

      

    

    

  
    
      Ⅲ. S-Octree의 한계
      지금까지 논의한 것처럼 S-Octree는 구형에 가까운 3차원 도형을 효율적으로 나타낼 수 있으나 기존 연구에서는 논의되지 않은 한계로 인해서 적용이 제한적이었다. III장에서는 S-Octree의 적용을 제한해 온 구현과 관련된 한계점을 논의한다.

      
        3-1 YZ 평면 주변의 정의되지 않는 영역
        
          1) 문제 설명
          수식 (1)을 통해 직교 좌표 상의 한 점 (x,y,z)를 구면 좌표 상의 한 점 (R, θ, ϕ)으로 변환하기 위해서는 ϕ=arctanyx를 계산할 필요가 있다. 그러나 x=0인 yz 평면과 그 주변 공간에 포함된 점들을 변환하기 위해 수식 (1)을 그대로 적용할 수 없으며 실제로는 다음과 같은 연산이 적용된다.
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          일반적으로 널리 알려진 것처럼, 실제 구현에서는 IEEE 754 표준에 의한 32 비트 또는 64 비트 부동소숫점 실수의 표현 방식의 한계로 인해 정확하게 x=0.0으로 표현할 수 없고 매우 작은 실수 ε으로 0.0에 해당하는 범위를 표현하게 된다. 따라서 YZ 평면과 그 주변의 점들은 직교좌표에서 구면좌표로, 또는 구면좌표에서 직교좌표로 변환할 때 정보의 소실 또는 위치의 왜곡이 발생할 가능성이 있으며 수식 (2)에 의해 R이 클수록, 즉, 원점에서 먼 점일수록 이러한 오류가 증가할 가능성이 높아진다고 가정할 수 있다.

        

        
          2) 실제 구현에서의 오류
          C/C++ 또는 Python 등과 같은 프로그래밍 언어로 직교좌표/구면좌표 사이의 변환을 구현할 때 식 (3)에서 등장하는 arctanyx은 x=0일 때 값이 정의되지 않기 때문에 여러 프로그래밍 언어에서는 artan2(y, x) 또는 atan2(y, x) 함수를 제공한다. 이 함수는 x=0일 때에도 정확한 값을 제공할 수 있도록 구현되었다. 그림 4에는 arctan2(y,x)의 그래프를 제시한다.

          
            
            

            Fig. 4. 
				
            

            
              arctan2 function
            
            

            

          

          이 그래프에서 볼 수 있는 것처럼 arctan2 함수는 x < 0일 때 y/x = 0에서 불연속이라는 사실에 주의해야 한다. 이러한 문제 때문에 S-Octree로 메시를 구성하면 ϕ = -π와 ϕ = π가 일치하는 방향(즉, x의 음의 방향)으로 이 불연속 지점이 발생할 수 있다(그림 5).

          
            
            

            Fig. 5. 
				
            

            
              Polygon meshes constructed in the Cartesian coordinates (top) and in the spherical coordinates (bottom)
            
            

            

          

          앞서 논의한 것처럼 [6]에서는 이렇게 메시가 소실되는 이 부분을 ghost node라고 하는 개념을 적용해서 인위적으로 불연속성을 연결함으로써 제거하였으나 구면 좌표를 기반으로 하는 비유클리드 기하 분석에서는 실제로 연속적인 공간이 변환을 통해 불연속적인 함수로 해석될 수도 있다는 점에 유의해야 한다.

        

      

      
        3-2 삼각함수로 인한 수치 오류
        
          1) 각도 기반 기하 정보 처리 연구의 개요 및 한계
          일반적으로 3차원 공간에서 정의되는 3차원 형상 정보는 고차원 음함수로 표현 가능하지만 실제 응용에서 연산 효율성을 확보하기 위해 고차원 음함수의 1차 근사라고 할 수 있는 삼각형 메시(mesh)를 이용한다. 삼각형들은 기본적으로 1차식으로 표현되는 평면의 일부분이며 따라서 삼각형 메시는 1회 미분 가능한 C1 함수이다. 고급 기하 정보 처리 이론은 기하 정보의 미분 가능성에 의존하며 여러 미분 기하(differential geometry) 방정식들은 메시에서 1차 근사 또는 차분 기하(difference geometry) 방정식으로 변환해서 이산적으로 계산을 하는 방식이 일반적이다. 이러한 과정에서 메시를 구성하는 삼각형의 형태가 중요하며 둔각삼각형(obtuse triangle)이 포함될 경우 barycentric 좌표 계산 등에서 여러 문제가 발생하게 된다. 따라서 ‘고품질 메시’란, 둔각삼각형이 배제되고 대부분 예각삼각형 또는 정삼각형에 가까운 삼각형들로 구성되는 메시들을 의미한다.

          Sharp와 동료 연구자들은 메시의 기하 정보를 ‘표지판 자료구조(signpost data structure)’[9]로 재구성함으로써 둔각 삼각형들로 구성된 저품질 메시에서도 둔각 삼각형으로 인한 오류를 최소화하는 방법을 제안하였다(그림 6).

          
            
            

            Fig. 6. 
				
            

            
              A low quality mesh with obtuse triangles (top) and a high quality mesh with acute triangles reconstructed using the ‘signpost data structure’ [9] (bottom)
            
            

            

          

          표지판 자료구조의 핵심은 이상적인 예각 삼각형들로 구성되는 내재적인 삼각화(intrinsic triangulation)를 구성하기 위해 각 꼭지점(vertex)에서 주변 꼭지점들에 대한 1) 거리와 2) 방향을 저장한다. 이 때 방향은 결국 각도를 의미하며 주변 꼭지점들의 기하학적인 위치는 결국 직교좌표와 구면좌표 사이의 변환식에서처럼 삼각함수들을 이용해서 구하게 되며 각도 계산에서 수치 오류로 인한 기하 정보 오류가 누적되는 것이 일반적이다. 일반적으로 각도에 의한 기하 정보의 오류는 원 계산 지점에서 거리가 멀수록 더 증가한다.

          S-Octree 역시 기본적으로 각도를 이용하는 기하 정보 처리 방식이며 기하 정보를 구면좌표로 표현하고 계산하더라도 최종적으로 직교좌표 기반인 컴퓨터 그래픽스 파이프라인을 통해서 화면에 결과물을 출력하기 위해서는 다시 직교좌표로 전환해야 한다. 이렇게 화면에 표시한 직교좌표는 사용자의 필요에 따라 인터랙티브한 방식으로 런타임 동안 다시 구면좌표로 변환된 후에 필요한 계산을 수행하고 다시 직교좌표로 변환되는 과정이 반복될 수 있다.

          이러한 직교좌표와 구면좌표 사이의 전환 연산은 S-Octree의 실제 적용을 방해하는 한계로 작용하고 있으나 이 변환으로 인한 오류에 대해서는 거의 논의된 적이 없으며 본 논문에서는 1회 변환으로 인한 오류와 런타임 환경에서 여러 회 변환이 진행됨에 따라 누적되는 오류에 대해 실험을 통해 살펴본다.

        

        
          2) 변환 오류 실험 방식
          좌표 변환으로 인해 발생하는 오류의 영향을 살펴 보기 위해 1회 변환(직교⟶구면⟶직교)으로 인한 오류와 런타임 환경에서 변환이 반복, 누적되어 발생되는 두 가지 경우로 나누어 실험을 수행하였다. 이 실험을 위한 코드는 libigl 라이브러리[10]를 이용해서 C++로 구현하였다.

          
            a. 1회 변환 오류 테스트
          

          표 1에서는 1회 변환으로 인한 L2-norm 오류(∥•∥2)를 계산하는 유사 코드를 제시한다. 이 코드에서 실수는 모두 32비트 부동소수점형식(float)을 사용했으며 오류를 계산하기 전 모든 메시는 mini ball 알고리즘[11]을 이용해서 모든 꼭지점들을 포함하는 최소 크기의 구와 그 반지름 r을 계산한 다음, 이 구의 중심이 메시의 중심점과 일치하도록 이동(translation) 변환을 수행하고 1/ r로 배율(scale) 변환을 수행함으로써 모든 꼭지점들이 반지름이 1인 단위 구(unit sphere)에 포함되도록 조정한다.

          
            Table 1. 
				
            

            
              Pseudo code to calculate L2 errors caused from the coordinates conversion
            
            

          

          
            
              
                	Algorithm 1: Conversion Errors - process L2Error(V)
                	
              

            
            
              	Input: ⚫Vertex Set V = {v1, ...vn} in three dimensional Cartesian coordinates (x,y,z) of a mesh, i.e. v1=(x1,y1,z1),...vn=(xn,yn,zn). The mesh is centered at the origin point (0,0,0) and all vertices are contained in a unit sphere. 
Output:
⚫RMS error vector eV = {e1, ...en} 
              	
            

            
              	process c2s(X):
  foreach vi in X do        // vi = (xi, yi, zi)
     Ri = sqrt(xi2+yi2+zi2)
     θi = atan2(sqrt(xi2+yi2), zi)
     ϕi = atan(yi, xi) 
     append (Ri,θi , ϕi) to a set S
  return S
end

process s2c(S):
  foreach si in S do       // si = (Ri, θi, ϕi)
     xi = Ri sin θi cos ϕi
     yi = Ri sin θi sin ϕi
     zi = Ri cos θi
     append (xi, yi, zi) to a set S
  return S
end

main process L2Error(V):
   V’ = s2c(c2s(V))
   for vi, ui in V, V’ do
      ei = ||vi - ui ||2
  return eV
              	
            

          

          

          그림 7은 XY 평면(Z=0)에 위치한 직사각형 메시에 대해 표1의 알고리즘을 적용한 결과를 제시한다. 1회 변환한 L2 norm 오류는 최소의 경우 10-9 수준이고 최대의 경우 10-7으로 100 배 정도의 차이는 있으나 모두 32비트 실수 연산에서 대체로 0.0f로 인정하는 허용 가능한 범위 (적용 분야마다 차이가 있지만 수치 연산인 경우 일반적으로 10-6 이하 )임을 확인할 수 있다. 그러나 실제 응용에서는 다음 실험에서처럼 1회 변환으로 그치지 않고 여러 회 반복되어 이 오류가 누적될 수 있으며 이 실험은 모든 메시를 반지름 1인 단위 구 내로 배율을 조정했기 때문에 배율이 커지면 이 오류의 크기도 커진다는 점도 고려해야 한다.

          
            
            

            Fig. 7. 
				
            

            
              L2 errors (root mean squared errors) caused by a serial conversion operations between the Cartesian and spherical coordinates (Cartesian ⟶ spherical ⟶ Cartesian) measured on the vertices in a square plane mesh on the XY plane (Z=0). The red/green/blue arrows indicate the X/Y/Z axes respectively. Z axis is not indicated from this view.
            
            

            

          

          이 실험에서 주목해야 할 점은 오차의 절대적인 크기보다도 최대 오차와 최소 오차가 100배 정도 차이가 나며 일관적으로 위치에 따라 변환 오류가 다르게 나타난다는 점이다. 그림 7을 보면 원점에 가까운 지점에서는 오차가 적지만(보라색 및 파란색) 방사상으로 원점으로부터의 거리가 증가함에 따라 변환 오차가 커지는 경향(녹색 및 노란색)을 관찰할 수 있다. 이러한 위치에 따른 오류의 경향성은 다른 일반적인 메시 모델에서도 그대로 관찰된다. 그림 8에서는 다양한 형태를 가진 메시에서의 결과를 제시한다. 대체로 메시의 중심(원점)에 가까울수록 오류가 적으며 멀어질수록 오차가 증가하는 것을 볼 수 있다. 특히 이러한 경향은 lucy와 buddha 모델처럼 한 방향으로 긴 메시에서 두드러지게 나타나고 bunny 모델의 귀 부분이나 nala의 목 부분, dragon 모델의 머리나 꼬리 부분처럼 돌출한 영역에서 오류가 증가함을 확인할 수 있다. 그림 8에서 cave 모델은 동굴 내부를 표현한 지형 모델인데 원점에서의 거리에 따른 오류의 경향성을 분명하게 볼 수 있다.

          
            
            

            Fig. 8. 
				
            

            
              Results of Algorithm 1
            
            

            

          

          
            b. 오류 누적 테스트
          

          1회 변환 오류 테스트를 통해서 (x, y, z)⟶(R, θ, ϕ)⟶(x＇, y＇, z＇)로 변환했을 때 특정한 영역에서는 (x, y, z) ≠ (x＇, y＇, z＇)라는 사실을 확인했다.

          S-Octree를 구성해서 특정한 연산을 수행하더라도 그 결과는 직교좌표계로 변환해서 그래픽스 파이프라인을 통해 화면에 표현해야 하기 때문에 실시간 응용 분야에 따라서 이러한 변환이 연속적으로 적용(즉, (x, y, z)⟶(R, θ, ϕ)⟶(x＇, y＇, z＇)⟶(R＇, θ＇, ϕ＇)⟶(x″, y″, z″)⟶...)되는 상황도 발생할 수 있다.

          이렇게 변환이 연속적으로 수행되면 필연적으로 오류가 누적되어 원래 기하 정보와의 차이가 점점 더 커질 수도 있다. 이러한 효과를 확인하기 위해 표 2에서는 연속 좌표 변환으로 인해 누적되는 오류를 계산하기 위한 유사 코드를 제시한다. 유사 코드에서 ∥•∥F는 Frobenius norm을 의미한다. 그림 9는 표 2의 Algorithm 2에서 이 코드에서 반복 횟수를 결정하는 iter 변수를 5000으로 설정해서 5000번 직교⟶구면⟶직교 좌표 변환을 반복할 때 원본 메시와의 차이를 그래프로 표시한 것이다. 모델마다 누적되는 오류의 크기가 다르지만 대체로 10-4 수준까지 상승하는 것을 볼 수 있고 bunny와 lucy 모델의 경우 빠르게 증가한 후 일정한 오류가 지속적으로 유지는 현상을 볼 수 있다. 두 모델에서 보이는 누적 오류 수렴 현상은 32 비트 부동소수점 연산으로 인한 특성인 동시에 각 메시 모델의 기하학적인 특징에 따라 결정되는 것으로 판단되며 수렴 원리에 대한 분석 및 활용 가능성 등에 대한 추가적인 연구가 필요할 것으로 보인다.

          
            Table 2. 
				
            

            
              Pseudo code to calculate accumulated L2 errors caused from iterative coordinates conversions
            
            

          

          
            
              
                	Algorithm 2: Accumulated Conversion Errors 
- process AccumL2Error(V)
                	
              

            
            
              	Input: ⚫Vertex Set V = {v1, ...vn} in three dimensional Cartesian coordinates (x,y,z) of a mesh, i.e. v1=(x1,y1,z1),...vn=(xn,yn,zn). The mesh is centered at the origin point (0,0,0) and all vertices are contained in a unit sphere. 
⚫A variable to indicate the number of iterations, iter
Output:
⚫Accumulated RMS error vector E = {e1, ...en} 
              	
            

            
              	main process AccumL2Error(V)
   originalV = V
   for i <  iter do
      V = s2c(c2s(V))
      append ||originalV-V||F to E
  return E


              	
            

          

          

          
            
            

            Fig. 9. 
				
            

            
              Results of Algorithm 2
            
            

            

          

        

      

      
        3-3 방향/회전 의존 문제
        그림 10에서는 S-Octree로 구성한 격자를 볼 수 있다. S-Octree는 구면좌표계의 특성으로 인해 극(pole) 부분에는 격자 셀(cell)이 좁게 삼각 기둥 형태로 구성되며 적도 방향으로 이동하면서 부피가 증가하고 형태도 사각 기둥 형태로 구성된다. 이러한 구조적인 특징으로 인해 모델의 방향에 따라 S-Octree의 특성이 달라진다(그림 11). 양쪽 극 (θ = 0, θ = π) 지점에서는 격자 셀의 부피가 작고 밀도가 높기 때문에 평균적으로 셀 당 포함되는 꼭지점의 개수가 적은 반면 적도 (θ=π2) 부근에서는 셀의 부피가 크고 밀도가 낮아서 반대 현상이 발생할 가능성이 높다. 따라서 S-Octree는 모델의 방향 또는 회전에 영향을 받는 특성(rotational variance)을 가지며 향후 비유클리드 공간 확장을 위해 S-Octree와 유사한 공간 분할 격자를 설계하기 위해서는 회전 의존성 문제를 반드시 해결할 필요가 있다.

        
          
          

          Fig. 10. 
				
          

          
            Regular grids constructed by S-Octree. The pole area viewed from the XY plane (left) and the equator area from the ZX plane (right)
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 11. 
				
          

          
            A mesh with different direction in the S-OCtree
          
          

          

        

      

    

    

  
    
      Ⅴ. 결 론
      비유클리드 공간 분할을 수행하는 S-Octree는 구면에 가까운 모델, 대부분 곡면으로 구성된 모델의 효율적인 저장과 검색을 실현할 수 있는 가능성을 가지고 있으나 보다 폭넓은 응용을 위해서 해결해야 하는 문제들이 있다. 본 논문에서는 S-Octree의 적용 분야를 조망해 보고 보다 폭넓은 적용을 막고 있는 주요 문제들을 살펴 본다.

      먼저 ϕ = -π와 ϕ = π가 일치하는 방향(즉, x의 음의 방향)으로 이 불연속 지점이 발생하는 문제를 논의하고 기존에 제안되었던 해결 방법을 살펴 보았다.

      그리고 기하 정보의 활용을 위해 각도를 기반으로 특정한 처리를 수행하는 응용에서는 흔히 수치 오류가 발생하고 연속적인 변환에서 이러한 오류가 누적된다. 본 논문에서는 직교좌표와 구면좌표 변환 과정에서 발생하는 오류가 주로 원점에서 먼 곳에서 크게 발생되며 일련의 변환이 수행될 때 오류가 누적되어 증가하지만 몇몇 모델에서는 특정한 상한값으로 수렴함을 실험적으로 제시하였다. 수렴되는 상한값은 모델의 기하학적인 특성에 따라 결정되는 것으로 보이며 향후 추가 연구를 통해 수렴되는 오류 상한값과 기하학적인 특성의 상관관계를 검토해 볼 필요가 있고, 동시에 오류 최소화를 위한 직교좌표계에서의 이산화 방법 등에 대한 새로운 연구로 이어질 수 있을 것으로 기대한다.

      마지막으로 S-Octree의 가장 큰 단점 중 하나인 회전 의존성을 살펴보고 그 원인에 대해서 논의하였다. 이러한 회전 의존성을 해결하기 위해서는 같은 레벨에서는 각도 좌표에 상관없이 크기와 모양이 일정한 새로운 비유클리드 공간 분할 격자 방식이 설계되어야 할 것이다.
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